
线性(Linear)+代数(Algrbra)•

行列式○

矩阵○

线性方程组○

二次型○

线性代数是有限维线性空间及其线性变换的基本理论•

大学数学最重要的两门课程之一○

理论自洽相容而且对大多数学生来说都易于接受○

是数学抽象和逻辑推理训练的好素材○

理论和算法发展最成熟、应用最广泛的数学分支之一○

线性代数的地位•

空间点、线、面

单叶双曲面

解析几何○

计算机科学○

人口迁徙模型

投入产出模型

社会科学○

线性代数的应用•

内容抽象，但逻辑性强○

标号繁多，但规律性强○

公式庞杂，但形式优美○

线性代数的特点•

1.1 什么是线性代数

        
       

                         且      ○

定义 •

1.2 多项式

第1讲 预备知识
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           ○

多项式的次数•

                  ○

    ：商○

    ：余数○

需满足：                    ○

带余除法：    除以    •

    1的多项式在  中有一个根

已知○

     的多项式在  中有  个根

求证○

                      

     ，

则         ，    

                      

重复以上步骤，可得                       

证明○

代数基本定理•

        
       

                              ○

                     

             
    
  
    

  1 次项系数○

         
        

             
  
  
  
   

常数项○

根与系数的关系•

由       组成的一个有序数组          被称为  级排列○

所有不同的n级排列共有    个○

排列•

    
     
    

对换•

1.3 排列与逆序

      



    
     
       ○

较大的数   排在   之前○

逆序 (inversion)•

           ○

                      ○

                  ○

逆序数 (Number of inversion)•

逆序数为奇数的排列称为奇排列○

逆序数为偶数的排列称为偶排列○

奇偶排列•

排列 123 132 213 231 312 321

N 0 1 1 2 2 3

奇偶 偶 奇 奇 偶 偶 奇

练习：所有的3级排列•

           

           

若相邻：                       ○

                前  

              

         

若不相邻：                       ○

定理1.1：对换改变排列的奇偶性•

对于          ，存在一一对应关系：奇
     
   偶○

定理1.2：任意级排列中，奇偶排列各占半（n>1）•

         
对换若 次
               ○

奇排列
对换奇数次
        偶排列○

偶排列
对换偶数次
        偶排列○

定理1.3：         与        可通过一系列对换互变，奇偶性与对换个数一致•

 ：求和指标○

 ：求和号

   

 

   

           •

1.4 连加号

      



 ：求和号○

  ：通项○

    

 

   

              ○

     

 

   

 

   

                                  

                      

 

   

 

   

 

○

双重求和可以交换•

      



 
      
      

               ○

 

         
         
         

 

                                                            

○

定义•

 
   
  

               ○

例1：求  
   
  

 •

  
  
  
         ○

         ○

例2：  
  
  
   ，求  •

 
   
   
    

                   ○

例3：求  
   
   
    

 •

 
   
    
    

         ○

        ○

例4： 
   
    
    

   ，求   •

2.1 二阶与三阶行列式

 

          
          
    
          

                            

 

     

○

定义（按行）•

共有   项○

所有不同行列的排列○

符号看列标的奇偶排列○

满足性质•

例1：四阶行列式中             的符号

2.2 n阶行列式

第2讲 行列式
2017年6月24日 星期六 上午1:32

      



                 号○

例1：四阶行列式中             的符号•

           号○

例2：四阶行列式中             的符号•

行列式是数，一般用符号 D (determinant) 表示○

一阶行列式          ○

 阶行列式可简写为           ○

有   项，  各一半（   ）○

定义的理论意义 > 计算意义（除非零多）○

注•

 

          
          
    
          

                                        

 

 

○

另一种定义•

 
 

       
         
           
     
             

 
 
                                 ○

下三角行列式•

 
 

             
           
         
     
       

 
            ○

上三角行列式•

 
 

       
       
       
     
       

 
 
           ○

对角线行列式•

 
 

       
            
     
               
                

 
 
                                  ○

                           
      

 
        ○

           
              

                  

副对角线行列式•

2.3 用定义计算行列式

      



              
              

                  
○

 
 
 

       
            
     
               
                

 
 

  
                                

                                    

○

 

    
    
    
    

                            ○

练习•

      



   

          
          
    
          

       ○

    

          
          
    
          

       ○

转置(Transposition)•

行列式转置 值不变     ○

                                      

 

 

                           

 

     

  ○

性质1•

    

          
          
    
          

      

          
          
    
          

 

       

行列式交换行(列)改变符号○

        
                              

 

     

                            

 

     

    

证明○

行列式两行(列)相同，则    

交换              

推论○

性质2•

     

                      
          
    
          

 

    

          
          
    
          

      

          
          
    
          

 

行列式可以按行(列)相加○

性质3•

3.1 行列式的性质

第3讲 行列式的性质
2017年6月25日 星期日 上午2:29

      



          

         
                            

 

     

                           

 

     

                           

 

     

      



证明○

多个相加仍成立

推论○

    

             
          
    
          

     

          
          
    
          

 

      

行列式可以按一行(列)提公因子○

        
                      

 

     

                            

 

     

   

证明○

 有一行(列)全为0，则    

推论1○

 有一行(列)成比例，则    

推论2○

性质4•

   

          
          
    
          

      

                         
          
    
          

 

     

把行列式一行(列)的倍数加到另一行，值不变○

    

          
          
    
          

    

          
          
    
          

   

          
          
    
          

       

证明○

 
   
   
    

 
      
      

   
    
    

 
       
      

   
    
    

 
    
     

   
    
    

 
       
        

   
    
   

 

               

例○

性质5•

性质6•

      



若  有     个以上的零，则必定有一行(列)全为 ，即    ○

若  为奇数，则    

        
         
    
          

   

奇数阶反对称行列式为零○

    

          
         
    
        

        

        
         
    
          

    

              

证明○

性质7•

 
   
   
   

 
      
     
      

 
   
     
     

 
      
      

   
     
   

   ○

例1•

 
   
   
   

 
     
      

   
   
   

 
   
 

 
    

       

   
   

  
 

 
    

 
   
 

 
    

       

   
   

   
 

 
  
         

 

 
     ○

例2•

 

    
    
    
    

 
             
             

     
     
     
     

 
     
        

    
    
    
    

 
           
        ○

   

    
     
      
       

  
    
      

    
     
      
       

 
     
    
     
   

    
     
     
     

 ○

                     ○

例3•

3.2 用行列式的性质进行计算

      



 

         
         
         

      
      
      

      
      
      

      
      
      

 ○

三阶行列式•

   所在的行和列划掉 剩下的行列式，记作      ○

余子式 (Minor)•

        
      ○

代数余子式 (Cofactor)•

        
         

         
         
         

 ○

        
        

         
         
         

 ○

练习： 

            
            
            
            

 •

4.1 代数余子式

对于    

          
          
    
          

 

                                     

                                     

即          

 

   

        

 

   



内容○

   

          
          
    
          

 

 

      
          
    
          

 

      
          
    
          

   

      
          
    
          

证明○

定理1•

4.2 行列式按一行(列)的展开

第4讲行列式按行(列)展开
2017年6月25日 星期日 下午2:56

      



  

      
          
    
          

   

      
          
    
          

     

      
          
    
          

 

第一项                            

 

     

□

         
                  

 

     

              □

对于第一项：

第二项                □

对于第二项，第二列与第一列交换 ：

第三项               □

对于第三项，第三列和第二列交换，第二列再和第一列交换：

                                     □

以此类推，可得

对于   

 

 

          
    
          
    
          
    
          

 

 



                        

内容○

将  第 s 行换成第 i 行，构造    

 

 

          
    
          
    
          
    
          

 

 

  

将   按 s 行展开，得                          

证明○

       

 

   

  
     
     



       

 

   

  
     
     



总结○

定理2•

构造    
   
   
   

，则               

求            ○

练习：   
    
   
   

 •

      



构造     
   
   
   

 ，则               

              
   

构造     
   
   
   

 ，则           

          
   
   
   
   

   
  
  
        

求        ○

    
 

     
         
  
   

   
    

 

     
  
     

     
      

   

 
 

○

定义•

    ○

    
  
    

 ○

    

   
      
  
   

   
 
   

   
      
                   

 ○

  

   
           
                   

   
          
                  

 ○

                
  
    

                       ○

前三阶范德蒙行列式•

             ○

 序差•

    序差的          

 

       

 ○

                                                                    ○

项数                  
      

 
        ○

定理•

    
 

     
         
  
   

   
    

 

     
  
     

     
      

   

 
 

○

 

     
                 
                             
     
   

            
             

          

证明•

4.3 范德蒙行列式 (Vandermonde Determinant)

      



 
 
 

     
                 
                             
     
   

            
             

          

 
 

○

                        
 

     
           
  
   

   
      

 

     
  
     

     
        

   

 
 

○

                           ○

 式                                   ○

例1：求 

    
    
     
      

 •

 式                                    ○

例2：求 

    
    
     
      

 •

 
         
   
      

 ○

  
               
   
      

 ○

         
   
   
      

 ○

                         ○

                                 ○

例3： 
         
   
      

        求 •

 行  列交叉处组成的行列式○

子式•

行列式除去子式的部分，用  表示○

子式的余子式•

                            ○

代数余子式•

  

             
             
             
     
             

   

 

  行 列 

定理•

4.4 行列式按多行(列)的展开

      



   
 

             
             
             
     
             

 
     

 

  行 列 

○

其中  为  阶子式， 为    阶代数余子式○

 式   
  
  
             

  
  
   
  
  
             

  
  
         ○

               ○

例： 

    
    
    
    

 按照前两行展开•

      



                              

定义法○

最 一行交换    次至第一行

          
 

     
     
     
     
       

 
           

对角线法○

           
 

     
     
     
     
       

 
 



                         

按照第一列展开○

例1：  
 

     
     
     
       
     

 
 •

 

      
     
      
    

    

     
      
      
    

 

   

     
      
     
     

    

     
      
     
     

 

   

     
      
     
     

    

     
      
     
     

 

                    

高斯消元法○

      
     
      
    

 

      
    
      
    

展开法○

例2：  

      
     
      
    

 •

5.1 基本篇

第5讲行列式的计算
2017年6月26日 星期一 上午12:41

      



 

      
     
      
    

   

      
    
      
    

 

          
   
     
   

     
   
   
   

 

             
  
  
   

 

               
            
            

              

         
         
         

    ○

例3：已知  

         
         
         

   ，求 
               
            
            

 •

 式   

    
          
                
                 

 ○

  

    
          
       
         

   

    
          
       
    

    ○

例4： 

    
                
                      
                       

 •

   
 

         
              
              
     
                

 
 ○

  
 

         
           
           
     
             

 
 ○

                          ○

                                 ○

例5：已知  
 

         
              
              
     
                

 
     求 •

   

    
      
    
    

   
     
   
   

 

    
  
  

        

高斯消元法○

例6：  

    
    
    
    

 •

      



       
  
  
             

   
  
  
             

  
  
             

拉普拉斯展开（按照第三第四行）○

 式  
 
 

            
            
            

     
            

 
 

○

            
 

     
     
     
     
     

 
 ○

            
 

     
       
       
     
       

 
 ○

                   ○

例1：  
 

     
     
     
     
     

 
 •

 式    

                

                

                

                

    ○

例2：  

                    

                    

                    

                    

  •

按行从上往下加○

 式  
 

 

       

       

       

      

       
      

 

 
  ○

例3（三线型a）：
 

 

       

           

           

          

       
          

 

 
•

例3（三线型b）：

         

         

         

      

         
      

5.2 技巧篇I—利用行列式性质

      



按列从 往 加○

 式  
 

 

        

        

        

      

        

        

 

 
                ○

例3（三线型b）：
 

 

         

         

         

      

         
      

 

 
•

按列从 往 加○

 式  

 

 

      

 
             

       

       

       

      

        

 

 

○

 
      

 
                      

       

 
             ○

例3（三线型c）：
 

 

        
       

       

       

      

          

 

 
•

     
 

  
     得

 

 
   

 

  
      

      

      

     

      

 

 
○

 
 

 
   

 

  
    

 

  
       

      

      

     

      

 

 
○

          
 

  
    

 

  
    ○

例4（箭型a）：
 
 

      
      

      

     

      

 
 

•

 式  

        
        
        
     
        

例4（箭型b）：
 
 

        
        
        
     
        

 
 

•

      



 式  
 
 

        
        
        
     
        

 
 

○

     
 

  
        

 

  
         

 

  
      得○

 

 

     
  
  
     

  
  
       

        
        
     
        

 

 
○

       
  
  
     

  
  
                 

 

  
    

 

  
         ○

 式     1     

    

    

    
    

           

    

    

    

    

 ○

    1                                  ○

例1（两线型a）： 
 

     

     

     

     
     

 
 •

 式         

    

    

    

    

           

    
    

    

    

 ○

                               
   

   

   
 

           

○

                                             ○

例1（两线型b）： 
 

     
     

     

     

     

 
 •

     
 

 
        

   

 
      得○

       
       

       

       

      
  

 
  

       

        
  

 

例1（两线型c）： 奇 奇  

 

 

       
       

       

       

       

       

       

 

 

•

5.3 技巧篇II—利用行列式的展开

      



 

 

 

       
       

       

       

      
  

 
    

       

        
  

 
  

 

 

 

○

  
   
       

  

 
   

   
    

         
   
    ○

全部加到第一列得○

 

 

       

         

         

      

         
        

 

 

           

○

                
 

      

        

        

     

        

 
 

   

○

                  ○

例2：
 

 

         

         

         

      

         
      

 

 

           

•

 式   
 

      

     

      

      
      

                       

 
 



        
             

    

     

     

    

     

 

           



        
             

                 
        

法1：从 往前将 一列  加到前一列○

 式      

     

    

     
           

     
   

     

     

    

     

法2：直接展开（递推法）○

例1： 
 

      

      

     

      
             

 
 

   

•

5.4 提高篇

      



 式         

     

    

     
           

        
    

     

     

    

     

 

    1 2  

     

    

     
           

    

将 式记为   ，则有

                                
     

        

 

           
   

           
   

       
   
       

        

 

   

 

   



 其中   为  

       
   
       

 的代数余子式 

求证○

 

           
   

           
 

  

       
   
       

   

        
    
        

   

        
    
        

     

     
   
     

 

  

       
   
       

       

 

   

              

 

   

 

   



  

       
   
       

        

 

   

 

   



证明○

例2：•

        为互不相同的 数

        为任意一组 数

已知○

存在 一的多项式                   
    

 得                   

求证○

 
 
 

 
                

      
               

      
 

               
      



系数行列式   

     
    

    

     
    

   

     
         

      
   

     
    

   

证明○

例3•

      



系数行列式   
 

 

     
    

    

     
    

   

     
         

      
   

     
    

   

 

 


           

 

       

 

构造      

 

 

      
          

  
   

   
    

   

      
  
     

     
      

       

  
     

     
      

       

  
   

   
    

   

 

 

○

          

 

       

                      ○

     为   次多项式，可以写为              
       

 ○

同       展开得：         
      ○

对比系数得○

                  

 

       

             ○

          

 

       

     

 

 

 ○

例4：
 

 

     
         
  
   

   
    

 

     
  
     

     
      

   

  
   

   
    

 

 

 

•

      



 
                      

                    
○

                                         ○

若                   解 任意解○

若                     
           
             
               

 
     
     

 

 
      
      

 
         ○

同理可得 2  
           
             
               

 
     
     

 

 
      
      

 
         ○

一般将  
      
      

 记作  ，称为系数行列式○

将  
     
     

 记作  ，  
     
     

 记作  ○

则方程组的解可以写成

 
 
 

 
 
   
  
 
   

   
  
 
   

○

二元线性方程组•

 

                           

                           

                           

○

由行列式的性质       

 

   

  
     
     

        

 

   

  
     
     

○

作                   以消去   ○

                                                   ○

 
  
 

  
 
                        

         
         
         

   

                   

        
        
        

    

    
  
 
   ○

同理可得    
  
 
       

  
 
   ○

三元线性方程组•

6.1 二元和三元线性方程组

6.2 克莱姆法则

第6讲 克莱姆法则
2017年6月30日 1:08

      



 
 
 

 
                       
                      

 
                      

 若     则解存在且 一○

   
  

 
   其中    

          
     
          

 

 列

○

定理内容•

                   得○

                                              ○

       ○

若        
  
 
   ○

类 地    
  

 
          ○

证明必要性•

要证明    
  
 
       

  
 
         

  
 
      ○

即证明                       ○

                                                         ○

                                 ○

证明充分性•

6.2 克莱姆法则

            
•

计算一个行列式需要多 次 法：     项    次 项•

总共需要 法次数            •

总共需要除法次数    •

总 除法次数              •

  二号：33. 6       次  •

  
            

33. 6      
                     年•

故克莱姆法则的计算意义不大•

6.3 法则用于计算？

 
 
 

 
                       
                      

 
                      

○

对于一般的    线性方程组•

6.4 法则的理论意义

      



    有且 有一解○

 
 
 

 
                      
                     

 
                     

○

     有零解（即解都为零）○

    有非零解○

对于齐次线性方程组•

 
   
    
    

   
     
     
    

                ○

                  ○

例1： 
        
        
        

 有非零解，求 •

 

           
           
         

有非零解   
     
     
   

   ○

例2：平面直角坐标系内有两点               ，求直线方程•

已知三点                                ○

则这三点确定的平面方程为 

       
       
       
    

   ○

推广•

      



 

          
          
    
          

 ○

   矩形的阵，记作     ○

                称为矩阵的元素○

定义•

英国数学家 Sylvester 在1851年首先提出 Matrix○

历史•

             
○

             
○

下标可以省略○

表示•

零矩阵：                   ○

非 矩阵：                   ○

方阵：   的矩阵○

行 量：   的矩阵○

列 量：   的矩阵○

注意点•

7.1 矩阵的概念

已知                        
○

   
   
   

   
   
       

○

定义：相等•

已知                        
○

    
   
            

○

定义：加法•

加法的性质

7.2 矩阵的线性运算

第7讲 矩阵
2017年6月30日 23:53

      



               

结合律○

       

交换律○

需要两种运算， 略

分配律○

   
   
         



        

 矩阵○

     

单位元（0）○

加法的性质•

已知                        
○

    
   
      ○

定义：减法•

已知                 ○

            
○

定义：数 （数量 法）•

           

结合律○

     

但 所谓“交换”，一般将数量放在矩阵前面

交换律○

            

分配律（对数的加法分配）○

            

分配律（对矩阵加法分配）○

    

单位元（1）○

数 的性质•

               1.

       2.

矩阵满足的性质：对于矩阵                 有•

7.3 线性空间

      



       2.

        3.

     4.

           5.

            6.

            7.

    8.

集合  

 
 
 

 
 
可定义加法、数  

  加法  在   内 加法   

  法  在   内  法   

加法和数 满足以上  性质      用      换 

○

定义：线性空间•

所有    矩阵○

所有  维 量○

所有次数   的一元多项式是线性空间

所有次数   的一元多项式不是线性空间，因为对加法不  

所有一元多项式○

线性空间的例子•

      



点      绕 点旋转    到   
     ○

则       和         满足关系  
      

       

      
       

系数矩阵表示为  
      
      

 ○

点        再绕 点旋转    到   
       ○

则         和           满足关系  
       

         

       
         

系数矩阵表示为  
      
      

 ○

要求       和          之间的关系○

我们可以联立 
      

       

      
       

和  
       

         

       
         

○

解得  
                  

                     

                  
                     

  ○

用系数矩阵表示为  
                          
                          

 ○

故先 矩阵变换  
      
      

 ，再 矩阵变换 
      
      

 ○

等价于 矩阵变换 
                          
                          

 ○

引例•

          
                

               
○

   
   
 ○

                                 

 

   

○

定义：矩阵 法•

    
  
  
  
  
   
   

   
   
   
   

 

   

○

    
   
   

  
  
  
  
   

  
  
 
   

○

      ○

例1：   
  
  
  
 

   

    
   
   

 
   

•

   
  
  

例2：   
  
  
     

  
  
 •

8.1 矩阵 法的定义
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 ○

    
  
  
 ○

      ○

    
 
 
 ○

  未定义○

例3：   
  
  
     

 
 
 •

       
  
  
 ○

例4：   
  
  
     

  
  
 •

一般情况下      （亦有可能未定义）○

若      则    可交换○

设       
      
      

 满足      

则有  
    
    

   
      
  

 

  
     
       

    
      
    

 

例：问所有与    
  
  
 可交换的矩阵○

              

若 法交换律                   成立

则  

         存在

         存在

   

  

   
   
   
   

        

注：可交换矩阵必为方阵，且方阵的规模相同○

不满足交换律•

                 

显然成立，证明略

数 ○

           

三矩阵相 ○

为 得运算成立， 设                     

 通项        

 

   

   

 

   

          

 

   

 

   

证明三矩阵相 结合律：           ○

满足结合律•

8.2 矩阵 法的性质

      



 通项            

 

   

     

 

   

            

 

   

 

   



 通项               

 

   

  

 

   

            

 

   

 

   



  通项   通项

    ，即等式成立 

            ○

            ○

为 得运算成立， 设                     

 通项               

 

   

        

 

   

        

 

   



 通项         

 

   

        

 

   



  通项   通项

    ，即等式成立 

证明矩阵 法分配律：            ○

满足分配律•

   
  
    

     
    
   

 

    
  
    

  
    
   

   
  
  
 

                        ○

   
  
  
     

  
  
     

  
  
 

       
  
  
 

           ○

不满足消去律•

   
         
         

 
   
     

      
      
      

 

   



例子○

          
               



         
     
     



定义○

转置的性质

转置•

8.3 矩阵的其他运算

      



       1.

            2.

           3.

          4.

转置的性质○

为 得运算成立， 设                      

 通项         

 

   



 通项         

 

   



  通项   通项

    ，即等式成立 

性质4的证明○

                     

性质4的推广○

            
              

 ○

内 ：               

  
  
 
  

                  ○

外 ：     

             
             
    
              

 ○

定义： 量的内 和外 •

       
共 个



定义○

             1.

     
  
      2.

          3.

方阵幂的性质○

   
  
  
     

  
  
 

    
  
   

      
  
  
 

    
  
  
         

  
   

 

     
  
    

性质3的反例（   ）○

方阵的幂•

      



      
  
    

 

           

由矩阵不满足交换律决定

          

记法○

        1.

          2.

             3.

           4.

         5.

                       6.

            若 存在 7.

方阵的行列式的性质○

       2

                  

性质2的例子○

 设                      

构造   

 

 
 
 

          
      
          
           
      
            

 
 
 



简单可证                

性质4的证明（大致思路）○

方阵的行列式•

      



除了主对角线以外都为零的矩阵○

         ○

   

      
      
    
      

 ○

定义•

零矩阵是对角矩阵○

     

      
      
    
      

 

同阶对角矩阵之和仍为对角矩阵○

    

       
       
    
       

 

对角矩阵数  仍为对角矩阵○

    

         
         
    
         

 

同阶对角矩阵相  仍为对角矩阵○

 为对角矩阵      

      为对角矩阵

      为对称矩阵

对角矩阵转置 仍为本身○

性质•

9.1 对角矩阵

一般用    表示○

     
     
     

○

  

    
    
    
    

定义•

9.2 单位矩阵
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 ○

           

 

    
    
    
    

  

          
          
    
          

   

          
          
    
          

 

 矩阵  单位矩阵仍为本身○

           

 

          
          
    
          

  

    
    
    
    

   

          
          
    
          

 

 矩阵  单位矩阵仍为本身○

规定     ○

性质•

     
     
     

○

   

    
    
    
    

 ○

定义•

    

可以表示为单位矩阵数 ○

     

     

与数量矩阵相 等价于 矩阵的数 ○

与任意方阵可交换○

性质•

9.3 数量矩阵

主对角线 下方全为零的矩阵○

         ○

   

          
        
    
      

 ○

上三角矩阵•

下三角矩阵

9.4 三角形矩阵

      



主对角线 上方全为零的矩阵○

         ○

   

      
        
    
          

 ○

下三角矩阵•

    

             
          
    
       

 

若   为上 下 三角矩阵，则    仍为上 下 三角矩阵○

     

                      
                
    
          

 

若     为同阶上 下 三角矩阵，则     仍为上 下 三角矩阵○

设                           

               
                 

                  


要证          

根 定义，           

 

   



对于任意  ，    和     至 有一个满足

若     则      

若     则      

             

 

   

       

即      仍为上三角矩阵  

若     为同阶上 下 三角矩阵，则    仍为上 下 三角矩阵○

性质•

    ○

   

          
          
    
          

 ○

          
            

        ○

定义•

若   对称矩阵，则    仍为对称矩阵

性质•

9.5 对称矩阵

      



    

             
             
    
             

 

若   对称矩阵，则    仍为对称矩阵○

     

                      
                      
    

                      

 

若     为同阶对称矩阵，则     仍为对称矩阵○

反例：   
   
   

     
  
  
      

    
  

 

若     为同阶对称矩阵，则       为对称矩阵○

              
若可交换

  

   对称  可交换○

                  

                  

对于任意       
   与     对称○

     ○

   

        
         
    
          

 ○

          
            

         ○

定义•

证明略

若   是奇数阶反对称矩阵，则      ○

                          

                     

对于任意方阵  ，      是对称方阵，     是反对称矩阵○

  
 

 
         

 

 
        

任意方阵可以写成对称矩阵与反对称矩阵之和○

性质•

9.6 反对称矩阵

      



 
 
 

 
                       
                      

 
                      

○

   

          
          
    
          

      

  
 
  
       

  
 
  

  ○

       ○

引例：线性方程组•

对于方阵  ，若存在方阵  ， 得        ○

则称   可逆，  称为   的逆矩阵，一般表示为    ○

注：定义并没有说明  的逆矩阵是否一定存在○

定义•

 设   与   都是   的逆矩阵，即                 

                     

即     

如果逆矩阵存在，则 一○

       

    互逆○

  
     

       

单位矩阵的逆○

   

     
     
    
     

                 

    

 

 
 
 
 
 

 

  
     

 
 

  
    

    

   
 

  
   
 

 
 
 
 
 



对角矩阵的逆○

性质•

10.1 逆矩阵的概念
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  设          

  
 ○

    
        
  

     
  
  
 ○

  

      
      
   
   

 

 
 

    
    
   
   

    
   
  

 ○

       
  
  
   ○

        ○

即  
  
  
 
  

  
   
  

 ○

例子：求  
  
  
 的逆矩阵•

一个方阵的行列式不为零○

        ○

定义：非奇异（非退化）•

 矩阵             ○

代数余子式矩阵              其中     为相应位置的代数余子式○

   

          
          
    
          

 
代数余子式矩阵
              

          
          
    
          

 ○

定义：代数余子式矩阵（Cofactor）•

       

          
          
    
          

 

定义○

   
   
   
   

 
  矩阵
          

    
    
   

 

例子○

         

      
      
    
      

      

性质○

  矩阵   •

        可逆○

证明充分性

定理1•

10.2 用  矩阵求逆

      



      

  
 

   
        

 

   
        

即   可逆，逆矩阵为 
 

   
        

证明充分性○

存在        

        

        

       

证明必要性○

   
   
   
   

 
  矩阵
          

    
    
   

 ○

         可逆○

    
 

   
       

    
    
   

 ○

例1：求  
   
   
   

 的逆矩阵•

             ○

    

          
          
    
            

 ○

    
 

   
      

 

 
 
 
 
 

 

  
     

 
 

  
    

    

   
 

  
   
 

 
 
 
 
 

○

例2：求  

     
     
    
     

                  的逆矩阵•

         ○

     

           

         

        即   可逆

                              

根 逆矩阵的性质，有     

证明○

定理2•

      



根 逆矩阵的性质，有     

          

             

                 

                                  

       即 可逆 

法1：行列式不等于零○

          

             

    
 

 
    

 

 
      

       
 

 
    

 

 
     即 可逆 

法2：求出逆矩阵○

例3：已知                   ，问  是否可逆•

证明：      ○

         1.

证明：       
 

 
          

 

 
         ○

       
 

 
        其中    2.

证明：                     ○

             3.

证明：                                  ○

推广：                 ○

             4.

        

     
共 个

           
共 个



                  

                

证明○

    
  
        

   
   5.

      

      

证明○

           6.

10.3 逆矩阵的性质

      



          

      
 

   
   

即            

           
  
      

  
      

推广○

     

                

                

      

    

证明○

     且   可逆     

推广○

      且   可逆  则    7.

证明略○

            1.

证明略○

    
 

   
                        2.

证明略○

       
 

   
             3.

规定          

证明：当     ○

            

                    

             

若      ，要证            ○

反证： 设       ，即   可逆

        

                    

   

    与     矛盾，故      

若      ，要证              ○

           4.

10.4   矩阵的性质

      



    与       矛盾，故        

综上所述              ○

                       
 

   
            

只证       ○

             5.

观察到   中每个    阶的代数余子式都 以     ○

            6.

证明略○

           7.

                                                   

只证             ○

             

推广○

          8.

                      
 

   
    

                    
 

   
    

等式成立  

证明○

     
 
       

推广○

             9.

证明略○

    
 
      10.

      



   

    
    
    
    

 

   

  
    
    

 
   
 其中○

   
    
    

 
   
 其中

 
 
 

 
      

    
  
  
 

    

    
  
  
 

○

    
  
  

  其中    
 
 
 
 ○

引例•

按列分：               ○

按行分：   

  
  
  
  

 ○

常见的分块方法•

 设    
         
         

     
         
         

 ○

    
            
            

 

数 ○

     
                     
                     

 

加法○

    

   
    

 

   
    

 

   
    

 

 

转置○

运算•

11.1 矩阵的分块

  

          
          
    
          

   

          
          
    
          

前提 件•

11.2 分块矩阵的 法
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 ○

 的列分块方式与  的行分块方式一致 ，才能 分块 法○

   
    
    
    

 

   

 
分块
 
      

 
 
 
  
  
  
  
 
 
 
 

   



   

  
  
  
  

 

   

 
分块
 

  

 
 
 
  
 
 
 

  

 

   

 

    
      

 
 
 
  
  
  
  
 
 
 
 

   

 

  

 
 
 
  
 
 
 

  

 

   

  
    
    

 
   



其中 

 
 
 
 

 
 
           

 
 
     

          
 
 
     

    
 
 
    

  
  
  
 
 
   
 
 
    

 
 
 

    
 
 
    

  
  
  
 
 
   
 
 
    

 
 
 

     
  
  
  
 

   



分法1○

   
    
    
    

 

   

     
 
 
 
  

   



   

  
  
  
  

 

   

  
 
  
  
  
 

    

 

   



      
  
  
  
   

 
 
 
       

  
  
  
   

  
  
  
   

  
  
  
 

   



分法2○

   
    
    
    

 

   

  
   

  
  
 

        
 

   



   

  
  
  
  

 

   

  
  
  
 
   



   
  
  
 其中

      
  
  

 
  
  

           
    

  
  
  

分法3○

例子：已知    
    
    
    

 

   

    

  
  
  
  

 

   

，求   •

      



    
  
  
  其中 

       
  
  
   
  
  
 

                 
     

  
  
  
 

 
  
  
               ○

 
        
        

                             ○

 
        
        

                             ○

分块矩阵行列式成立有条件•

 
 

       
         
           
     
             

 
 
                 ○

下三角分块矩阵•

 
 

             
           
         
     
       

 
 
                 ○

上三角分块矩阵•

 
 

       
       
       
     
       

 
 
                 ○

对角形分块矩阵•

               可逆  ○

设      
  
  

 ○

则       
  
  
  
  
  

   
          
    

     
   
   
 ○

 

 
 

        
       
    
    

 

 
 
 

 
      

          

   
     

       
          

    
 ○

例题：已知分块矩阵    
        
        

  其中     可逆，求证   可逆  并求出    •

11.3 分块矩阵的行列式

      



 
         
         

 
     
     

         
         

 ○

交换两行(列)1.

 
         
         

 
   
   
            
         

 ○

用一非零的数   以某一行(列)2.

 
         
         

 
      
      

         
                        

 ○

用一行(列)的  被加到另一行(列)3.

 等行变换可以看作对线性方程组 

 
 
 

 
                       
                      

 
                      

 的 作•

12.1  等变换

单位矩阵  经过 次 等变换得到的矩阵○

定义•

   
   

   

   
 
交换两行 列 
               

 

 
 
 
 

       

       

       

       

       

       

        

 
 
 
 

○

   
   

   

   
 
将一非零数    到第   行
                          

 

 
 

     

     

     

     

      

 
 

○

   
   

   

   
 
将第   行的   倍加到第   行
                            

 

 
 
 
 

       

       

       

       

       

       

        

 
 
 
 

○

三类 等矩阵•

   
   
   

是

练习：判断 等矩阵•

12.2  等矩阵
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 是○

 
   
   
   

 否○

 
   
   
   

 是○

 
   
   
   

 否○

 
   
   
   

  是○

对        等行变换相当于  相应的 等矩阵                          ○

对        等列变换相当于  相应的 等矩阵                          ○

定理•

   

  
  
  

 ○

              
   
   
   

 

         
   
   
   

  

  
  
  

   

  
  
  

 

第一类变换○

                 
   
   
   

 

          
   
   
   

  

  
  
  

   
   
  
  

 

第二类变换○

                    
   
   
   

 

            
   
   
   

  

  
  
  

       

  
  
  

 

第三类变换○

练习•

          
   
   
   

  ○

                               

例题：已知         ，  是   交换     行得到的，求    
  •

      



                                                     ○

            ○

                  ○

                   ○

性质： 等矩阵都是可逆的•

矩阵  与  等价   可由   经过一系列 等变换的得到○

定义•

矩阵等价显然满足反身性

反身性：  与   等价○

             

     
     

     
     

  


故矩阵等价满足对称性

对称性：  与   等价   与   等价○

 
             
             



                        

故矩阵等价满足传递性

传递性：若   与   等价，且   与   等价，则   与   等价○

等价关系的三个性质•

     的等价标 形    
          

                    
 

定义○

   
   
    
   

  
      
     
      

 
   
    
    

 
     
     

   
    
    

 

     
 

 
   

       
   
    
   

 
     
    
     
 
   
   
   

 



例1： 
   
    
   

 

   

的等价标 形○

 
   
   

 

 
   
   

 

 
   
   

 

例2：    矩阵所有可能的等价标 形○

等价标 形•

12.3 矩阵等价

      



             ○

 

     
      

      
                            ○

    ○

定理1：可逆矩阵  的等价标 形    •

                        ○

定理2：可逆矩阵   可以写成一系列 等矩阵的  •

                  其中  
       
       

○

推论1：  与   等价         其中     可逆 •

               ○

   
     

    
     ○

推论2：可逆矩阵   只需 等行变换 可以化成    •

12.4 关于 等变换的重要定理

对于可逆矩阵    根 推论2○

 
        

          
  
对    一系列 等行变换可以得到  
对    同 变换可以得到    

○

即分块矩阵          可以通过一系列 等行变换得到           ○

思路•

          
      
       
      

 

   

  
      
        
        

 

  
      
        
        

   

      
        

   
 

 
   

 

 
   
 

 

 

 
 

      

    
 

 
   

 

 
   

   
 

 
   

 

 
   
 

 
 
 

 

 
 
 
   

 

 
  

 

 
   

    
 

 
   

 

 
   

   
 

 
   

 

 
   
 

 
 
 

       

○

     

 

 
 
 

 

 
  

 

 
   

 
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   
 

 
 
 

○

例：   
   
    
   

  求    •

12.5 用 等变换求逆

      



非零子式的最高阶数，记作     ○

 
存在   阶子式非零

所有      阶子式都为零
  
      
      

 矩阵   的 为   ○

若     则       ○

                  ○

定义•

例子：   
     
     
     

        •

         

方阵满 ○

                

行满 ○

                

列满 ○

      

 存在   阶子式不为零  即其自身

       

性质：  满         可逆 非奇异 非退化○

满 •

13.1  的概念

 等变换不改变 ○

   
         
         

 
     
       

         
         

 

对于交换到的子式， 改变符号，不改变非零性

即          

交换两行○

   
         
         

 
   
     

            
         

 

用非零   一行○

定理1•

13.2  的性质

第13讲 矩阵的 
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包含这一行的子式 以  ，不改变非零性

即          

   

         
         
         

 
      
        

         
                        
         

 

如  
      
      

 ， 变化□

对于不包含这两行的子式

如  
      

                
   
      
      

 ，与 子式相等□

对于两行都包含的子式

如 
                
      

   
      
      

    
      
      

 □

若      ，根 上式  的     阶全为零           □

若将   等变换回  ，同理可以得到          □

即          □

对于只包含被加行的子式

综上所述          

一行的  倍加到另一行○

 可逆矩阵不改变 ○

  可逆                  ○

定理2•

   
   
  
        ○

等价标 形矩阵的 •

 
零行位于下方

每一行的非零首元下方都为零
  

零行位于下方
非零首元 行  

定义○

 
   
   
   

 

 
    
    
    

 

例子○

用  代表任意元素，用  代表非零元素

练习：列举所有可能的    的阶梯形矩阵○

阶梯形矩阵•

13.3 化阶梯形求 

      



用  代表任意元素，用  代表非零元素

 
   
   
   

  
   
   
   

  
   
   
   

  
   
   
   

 

 
   
   
   

  
   
   
   

 

 
   
   
   

 

 
   
   
   

 

定理：阶梯形矩阵的  是非零行的个数•

 

      
      
      
        

   

      
     
      
       

 ○

  

      
     
      
     

   

      
     
      
     

   

      
     
     
      

 ○

       ○

例1：求    

      
      
      
        

  的 •

        不满       

 
        
    
   

   
        
   
   

 

   
     
  

             

    

经  ，此       

方法一：行列式○

 
        
    
   

   
    
   
        

 

  
    
   
      

   

    
   

    
 

 
       

 

       

    
 

 
             

方法二： 等行变换○

例2：   
        
    
   

 ，已知       ，求  •

      



系数矩阵+常数列○

增广矩阵•

阶梯形○

非零首元都是1○

首元上下都为零○

简化阶梯形•

 

            
            
             

 

 
 
 

 
             

     
 

 
      

    
 

 
       

 

 
 
 

 
             

   
 

 
      

  

 
        

  

    
    
    

○

 
     
     
     

  

 

 
 

     

   
 

 
   

  
 

 
    

 

 
 
 

 

 
 

     

   
 

 
   

  
  

 
     

 

 
 
  
    
    
    

 ○

例1：有一组解•

 

            
             
             

  

            
     
     

  
            
     
   

  
   
 

 
   
 

 
    

     
○

 
     
     
      

   
     
     
     

   
     
     
    

 ○

例2： 穷多解•

 

          
           
       

  

          
    
      

  
          
    
    

○

 
    
    
    

   
    
    
      

   
    
    
     

 ○

例3： 解•

14.1 消元解法

方程组

                      
                                
                                               

                                
                                                           
                                                  
                                               
                                                  

 

           
         
     
         
     
     

 

  
  
 
  
    
 

解的情况

14.2 解的情况

第14讲 线性方程组
2017年7月6日 22:30

      



         矛盾

若         解1.

 
 
 

 
                       
                                

 
                                                 



从 往前解出 代入可以求得

 
 
 

 
    

  
   
   

      
 

    



若        且       一解2.

 
 
 

 
                       
                                
                                               

                                
                                                  



  
                             

 
               

，即等式 边 为自由变量

若        且       穷多组解3.

方程组

 
 
 
 
 

 
 
 
                       
                                
                                               

                                
                                                           
                                                  
                                               
                                                  

 

 

 
 
 

           
         
     
         
     
     

 
 

 

  
  
 
  
    
  

 
 
 
解的情况•

对于        ，构造增广矩阵         ○

                                     

 解○

           

有解○

             

 一解○

             

 穷多组解○

用矩阵的 来表示解的情况•

齐次线性方程组一定有零解，故只讨论两种解的情况○

有非零解  穷多解       

只有零解 有 一解     

定理1○

齐次线性方程组        •

      



只有零解 有 一解       

如果方程个数 于未知数个数，则有非零解

证明：将方程个数记为  ，则有         

定理2○

      



 量 = 矢量 = vector○

物理：有大小、方 的量○

几何：有 线段○

代数：有序数组○

什么是 量•

粗体：     ○

箭头：            ○

行 量(几何,物理)：             ○

列 量(代数)：    
  
 
  

         
 ○

 量的表示•

零 量：          ○

  量：                   ○

相等、加法、数 与矩阵相同○

注•

                 

          

可定义加法，数 （对加法、数   ）○

           1.

                     2.

            3.

         4.

             5.

               6.

                7.

      8.

  性质○

线性空间：所有  维 量组成的集合，记作   ，又称为 量空间•

15.1  量及其线性运算

第15讲  量
2017年7月7日 11:56

      



自然满足第1，2，5，6，7，8 性质○

    
 
      

     

       
 
        

        
 
      

需要 证第3，4 性质，以及是否对加法、数   ，即○

 
        

 
         

         
 
       



由于 两 包含了前两 ，故只需 证○

线性子空间：  是线性空间，且     •

             
               

 


           

 

   

                 

                      

  
  
 
  

                  

定义○

交换律：           

结合律：                          

分配律：                      

           

       
 
               

性质○

点 （内 ，点 ）•

           
    
    

    
      

 
               
 



                   
         

         
 

                                


定义○

             

性质1：      ○

性质2：              ○

 量的长度（范数）•

15.2  量的点 与叉 

      



证明略

柯西-施瓦茨不等式

施瓦茨不等式

柯西-布尼亚科夫斯基-施瓦茨不等式

      

 

   

      
 

 

   

     
 

    
 

 

   

     
 



构造                

则             
 
                    恒成立

看作以   为未知数的方程，有           
 
           

       
 
        

                  

（亦可用用 值不等式证明）

性质3：                 ○

根 余弦定理        
 
                          

又因为        
 
        

 
               

                                         

                                     

                   （此为几何学的内 定义）

      
     

        
       

（柯西不等式 证了   
     

        
          ）

定义○

  
 

 
          

 交（垂直）○

 量的夹角•

 
大小                  

方  通过  法则判断
         

几何定义○

        
    
    

    
    
    

   
    
    

  

    
   
      
      

 其中

         

         

         

代数定义○

叉 （在   中）•

      



       
      

      
      

  其中 

          

          

          



反交换律：            

结合律：                          

分配律：                      

性质○

已知空间内一点  ，以及方   ， 设直线上有一点   ○

                      

则直线方程可以用 量形式写为○

也可以写成分量形式，若                                    ○

 

        
        
        



可以得到直线的参数方程（显式）○

    
  
       

    
  
       

    
  
      

将  约去可以得到直线的标准方程（隐式）○

空间中的直线•

                 ○

                             ○

  

             
             
             

○

 
    
     
        

    
     
        

    
     
      ○

例1：求过空间内两点                          的直线方程•

确定一个平面需要平面上一个点   和该平面的法 量   ○

                  

则平面的方程可以用 量表示为○

写成分量形式，若                                    ○

                            

可以得到平面方程的标准形式（点法式）○

展开 可以得到平面的 般方程

空间中的平面•

15.3 空间中的直线与平面

      



               

其中                  

展开 可以得到平面的 般方程○

若空间内的直线过 点

则直线方程                 可以化为         

对于直线上任意两点                          ，可以得到

                        ,                      

即过 点的直线方程对加法  

故过 点的直线是   的子空间

直线○

若空间内的平面过 点

则平面方程                    可以化为         

对于平面上任意两点                          ，可以得到

                     ,               

即过 点的平面方程对加法  

故过 点的平面是   的子空间

平面○

线性子空间•

 
 
 

 
                   
                  
                  
               

有非零解

  

       
       
       
    

   

法1：克莱姆法则○

                                    

                                        

  
      

               
               

               

                 

                                

 

            
               
               

  

法2： 量法○

例2：求过三点                                       的平面方程•

      



  

            
               
               

   

      



       ○

                  

  
 
  
   

  
 
  

 ○

                         ○

将    称为 量组                的线性组合○

亦可表述为    被 量组                线性表示（表出）○

线性方程组用 量形式表示•

对于                              ○

若             ，则   可以被                 线性表出○

定理•

                                   ○

例1：   可以被任意 量线性表出•

      

  
 
  
                               ○

注：               被称为 始单位 量组○

例2：任意        可以被         

 
 
 
 

          

 
 
 
 

           

 
 
 
 

 •

                                       ○

例3：               可以线性表出       •

将                        记作    ，                       记作    ○

若    中的每个 量都可以被    线性表示○

则称    可以被    线性表示○

 量组线性表示另一个 量组•

   可以用    线性表示

反身性：     与      等价○

 可以用  线性表示  可以用  线性表示

对称性：     与     等价     与      等价○

 量组等价•

16.1 线性组合与线性表示

第16讲  量组
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   可以用    线性表示    可以用    线性表示

若    可以被    线性表示，且    可以被    线性表示

则    可以被    线性表示

传递性：若     与     等价，且     与     等价，则     与   等价○

故 量组等价是一种等价关系○

                                   ○

若上式存在      不全为零，则称 量组                线性相关○

若上式解得      全为零，则称 量组                线性 关○

定义•

线性相关：Linearly Independent，简写为 LI○

线性 关：Linearly Dependent，简写为 LD○

缩写•

一个 量     线性相关         ○

一个 量     线性 关         ○

例1：一个 量的相关性•

                                         ○

例2：                           一定线性相关•

                       ○

     中必有一个不为零，若     ○

则          
  
  
          ○

即两个 量成比例○

例3：两个非零 量                线性相关•

要判断                        的线性相关性○

即解齐次线性方程组                                    有非零解○

构造矩阵                             ，则○

当        ，                        线性相关○

当        ，                        线性 关○

定理•

例4：求 量组

 
 
  
 

 

 
  
 
 

 

 
 
  
  

的线性相关性

16.2 线性相关性

      



构造    

   
    
     
    

 ，消为阶梯形得  

   
     
   
   

 ○

        ○

例4：求 量组  

 
 
  
 

   

 
  
 
 

   

 
 
  
  

 的线性相关性•

                       是   个   维 量○

构造矩阵                             ，则○

当       ，矩阵不满 ，即       ，                        线性相关○

当       ，矩阵满 ，即       ，                        线性 关○

推论1•

 量个数大于维数，则线性相关○

     维数   ○

推论2•

若部分组线性相关，则  量组线性相关

内容○

  量组                        中取出部分组                        

若部分组                        线性相关，即

                                   

                                                               

即  量组                        线性相关

证明○

若  量组线性 关，则部分组都线性 关

逆反○

定理1•

若砍掉部分分量 线性 关，则  量组线性 关

内容○

  量组线性相关，则砍掉部分分量 线性相关

逆反○

例○

定理2•

16.3 相关性定理

      



 
 
 
 
 与 

 
 
 
 线性 关，由于  

 
 
 与  
 
 
 线性 关

 量组线性相关，则其中至 一个 量可被其他线性表示

若                      线性相关，则必定存在

                                                                 

内容○

若                      线性相关

则                                     其中必有一个     

 项得         
  
  
           

  
  
         

证明○

定理3•

若                 线性 关，加上    的 量组                   线性相关

则   可被                线性表出，且表示方法 一

内容○

                  线性相关

即                                           

若       ，则                 线性相关，与题设矛盾

即       

     
  
    
             

  
    
           

证明可以被线性表出○

若   有两种表示方法

                        

                        

分别相减得

                                  

                 线性 关

  
       
 

       
  
     
 

     



即   的表示方法 一

证明 一性○

定理4•

定理5

      



将                        记作    ，                      记作    

若    可以被    表出，且    ，则    线性相关

内容○

证明略○

若    可以被    表出，且    线性 关，则    

逆反○

定理5•

若    与    等价，且线性 关，则    

内容○

   可以被    线性表示     

   可以被    线性表示     

即    

证明○

推论•

      



部分组线性 关，且加上任何一个 量 即线性相关○

定义•

 
 
 
   
 
 
   
 
 
 中的极大 关组为  

 
 
   
 
 
 和  

 
 
   
 
 
 和  

 
 
   
 
 
 ○

例子•

极大 关组不一定 一○

 量组线性 关，则其极大 关组为自身○

如果 量组只有    ，则不存在极大 关组○

性质•

极大 关组与  量组等价

内容○

显然极大 关组可以被  量组表示

以下证明  量组可以被极大 关组表示

将  量组记为                        ，极大 关组记为                        

从  量组中取出       

若    ，则显然         可以被极大 关组表出

若    ，根 定义，极大 关组加上一个 量 即线性相关

即                     

证明○

定理1•

任意两个极大 关组的 量个数相同○

证明可由第16讲定理5的推论得到○

定理2•

极大 关组中 量的个数○

 量组的 •

内容

定理3：•

17.1 极大 关组

第17讲  量组的 
2017年7月8日 14:27

      



任何一个线性 关的部分组都可扩充为极大 关组

内容○

可以先从 量组中取出一个非零 量

再依次添加所有线性 关 量

既可以通过扩充的方法得到极大 关组

极大 关组的一种求法○

若部分组线性 关，且 量个数= ，则部分组 是极大 关组

内容○

 设部分组不是极大 关组

则添加某 量 部分组仍旧线性 关

即 量个数大于 ，矛盾

故部分组 是极大 关组

证明○

定理4•

构造                                      
    
    
    

 ○

由于 等行变换不改变列 量之间的线性关系○

   
    
       
    

   
  

 

 
   

    
    

                                   ○

显然                 是极大 关组，且 
        
 

 
                 

                       
○

故                 是极大 关组，且 
        
 

 
                 

                       
○

练习：求          
 
 
 
           

 
 
 
           

 
 
 
           

 
 
 
 的极大 关组•

极大 关组中 量的个数○

 量组的 •

非零子式的最高阶数○

矩阵的 •

列 （列 量组的 ）

17.2  量组的 与矩阵的 

      



                   ○

列 （列 量组的 ）•

   
       

 

       
 ○

行 （行 量组的 ）•

     行  列 

内容○

  

 

 
 

           
     
         
     
          

 
 



 设       ，即存在  阶子式不为零

 设  阶子式位于 上方，即  
       
   
       

   

  量组 
   
 
   
   

   
 
   
   

   
 
   
 线性 关

即 量组

 

 
 

   
 
   
 
    

 
 
 

 

 
 

   
 
   
 
    

 
 
 

 

 
 

   
 
   
 
    

 
 
线性 关

证明列 量组线性 关○

即证明  

   
 
   
   

   
 
   
   

   
 
   
   

      
 

      
 线性相关

 设线性 关

构造     

             
             
    
             

 

由于线性 关，有          

即   存在    阶的子式非零

因为   取自  ，所以  也存在    阶的子式非零

与       矛盾

即列 量组是极大 关组

证明列 量组极大○

同理可证      行 ○

定理•

17.3 关于 的重要定理

      



将                        记作    ，                      记作    

若    可以被    表出，则          

内容○

   可以被    表出

   的极大 关组可以被    的极大 关组表出

         

证明○

将                        记作    ，                      记作    

若    与    等价，则          

推论○

定理1•

对于矩阵          ，有                     

内容○

                        

       
   
       

 

                                                                           

即       可以表示为                的线性组合

                              

根 定理1，           

同理           

即                     

证明○

定理2•

 设  可逆，则                      

内容○

由定理2可得           

又因为                    

所以           

同理可证       

证明○

定理3•

17.3 关于 的重要定理

      



同理可证           

                

内容○

                                        

                                       

                                                

若                的极大 关组为                ，               的极大 关组为              

                                                      

证明○

定理4•

                       

内容○

            
  
  
    

  
   

 

   
   
   

    
   
   

                     

即                  

证明○

定理5：西尔维斯特(Sylvester)不等式•

 列满            

 行满            

内容○

 列满           

          

                      

           

同理可证  行满            

证明○

推论•

      



将齐次线性方程组        的解集记为  (Solution Set)•

    ○

设                  

代入得                    

                   

即                

对加法  ○

设         

                     

即      

对数   ○

                   

                     

  是    的子空间○

              

       子空间

  是线性空间○

解集的性质•

1 .1 齐次线性方程组解的结构

齐次线性方程组解集的极大 关组○

基础解系•

        基础解系

       基础解系中 量的个数            

内容○

              
               
               
                

例题○

定理1•

1 .2 基础解系

第1 讲 线性方程组解的结构
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

  

      
     
     
     

 
最简阶梯形
        

 

 
 
 
  

 

 
   

   
 

 
   

    
     

 
 
 



 

 
 
 

 
 
   
 

 
         

   
 

 
          

 

 
 
 

 
 
    

 

 
       

   
 

 
        



其中      被称为约束变量，     被称为自由变量

约束变量为最简阶梯形中首元一对应的变量

约束变量的个数为非零行的个数     

自由变量的个数为       ，即为解集  的     

将  
  
  
   
 
 
 代入       得到        

 

 
 
 
 
 

 
  

 

 
  

 
  

 
 
 



将  
  
  
   
 
 
 代入       得到          

  
  
 
 

 

则               构成基础解系

即 方程的任意一个解  

  
  
  
  

  都可以写成                  

注○

                      

内容○

                     

                                             

                        

将       的解集记为  

则                   

即        可以被  表出

证一○

定理2•

      



即                 可以被  表出

                

            

根 西尔维斯特(Sylvester)不等式

                       

             

            

证二○

         的导出组为      ○

导出组•

将        的解集记为  ，     的解集记为  ○

                   

                          

                            

 不对加法  ：已知                    ，则                  ○

    

        

当     ，             

 不对数   ：已知     ，则            ○

         

               

                    

已知          ，则        ○

                   

                          

                               

已知                    ，则                  ○

 的性质•

        是          的一个特解，  是      的解

如果   取变      所有的解

则     取变     所有的解

内容○

定理•

18.3 非齐次线性方程组解的结构

      



则           取变        所有的解

 设    是          的任意解

则             

即在   中存在   ， 得              

即              

证明○

故  被称为仿射空间(affine)○

 
    
    

   
 
 
   
    
     

   
 
 
   

            
       

○

   
  
  
   
 
 
 ，得到一特解          

 
 
 
 

 ○

计算导出组  
             
           

的解为  
          
     

○

   
  
  
   
 
 
   
 
 
 ，得到         

  
 
 
 

          

  
 
 
 

 ○

                              

 
 
 
 

     

  
 
 
 

     

  
 
 
 

 ○

例子： 
             
           

•

      



对于矩阵     是，否存在一个数    和非零 量   ， 得        ○

  被称为特征 量(eigenvector)○

 被称为特征值 (eigenvalue)○

引入•

        项 得到齐次线性方程组○

          ○

要 上式有非零解，需满足         ○

即  

              
              
    
              

   ○

展开 得到                    
       ○

上式被称为特征方程，等号 边被称为特征多项式○

特征值的解法•

         求出      1.

            求基础解系，求得的      称为 于    的特征 量2.

步骤•

        
     
     

   ○

         ○

                  ○

          
   
   

     

        
   
   

   
   
  

 

      

      
 
 
 

当      ○

     
    
    

 
    
  

当       ○

练习：   
  
   

 •

19.1 概念
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 

        

      
 
  
 

        
       
       
       

   
       
        
        

 ○

       
     
      
      

        
     
     
     

 ○

              ○

即              ○

      
       
       
       

   
     
     
     

 

 
     
     
     

  

  
  
  
         

 
 
 
 

当     ○

     
  
 
 
 

当      ○

例1：   
   
   
   

 •

        
     

   

     
   ○

        ○

          ○

          ○

       ○

故                                 ○

其中                
                 

                  
 ○

例2：   
   

   

   
 •

平面直角坐标系中 
 
  绕 点旋转   得到  

  
 
 ○

有  
  
 
    

 
  ，其中    

         
        

 ○

求  的特征 量○

     
          
           

              

例3•

19.2 几个例子

      



        
          
           

               ○

当        ，即      ，  根○

   

       

        

当       ，即       ○

    

       

        

当        ，即           ○

若   是     的特征值，则  
  有一个特征值   

 


内容○

        

              

             
   

   
  是  的特征值

证明○

性质1•

若   是     的特征值，则     有特征值     

内容○

                                   

证明○

关于  的任意矩阵多项式    
       

             ○

都有特征值     
        

             ○

推广○

性质2•

若   是可逆矩阵     的特征值，则  
   有特征值 

 

  
  

内容○

        

                  

     
   

证明○

性质3•

19.3 基本性质

      



      
    

 

  
          

若   是可逆矩阵     的特征值，则  
  有特征值 

   

  
  

              
   

  
     

推广○

若  奇异，则  有特征值 0

若  非奇异，则  特征值非零

内容○

        

若  奇异，即      ，则显然    是上式的根

         

证明○

定理1•

  与    有相同的特征值

注：特征 量一般不相同

内容○

                          

证明○

定理2•

 于不同特征值的特征 量线性 关

内容○

 设                                      

                     

                        

                       

                         

联立  
                     

                         
                   

又因为               

所以     

代回            得     

证明（两组特征 量）○

定理3•

      



代回                      得     

                      的解为  
    
    

         与         线性 关

 设                   

                               

                                  

                                     

联立  
                               

                                     


                                    

          

代回                                 得     

以此类推可以得到                 线性 关

证明○

        
            

                    

                 
                        

   

               



对于方程         
               有○

               

            
   

                      

对比系数得根与系数的关系○

根与系数的关系•

若     有特征值      

则    

 

   

     

 

   

    

 

   

    

内容○

矩阵对角线上的元素    之和被称为矩阵的迹

备注○

        

 

              
              
    
              

   

                   
              

证明○

定理4•

      



根 根与系数的关系有

                        

            
   

将    代入                  得        
    

故             
        

             

   
    
   
   

 ，已知          ，求   和   ○

 
              

              
  
    
   



但不完全，需代回  

法一○

        

 
     
      
       

   

      
    
     

                       

将     代入得

              

    

                     

                  

     

法二○

例题•

      



对于矩阵          ，存在可逆矩阵   得    
    ○

则称矩阵  和矩阵  相 ，记作    ○

定义：相 •

       

    

反身性：   ○

   

        

                      

    

对称性：若    ，则    ○

       

  
    

     
    

     


     
    
              

         

    

传递性，若        ，则    ○

相 是一种等价关系•

相 ：       ○

等价：     ○

相 矩阵一定等价○

等价矩阵不一定相 ○

矩阵关系•

相 的矩阵有相同的特征值

但特征 量一般不相同

内容○

证明

性质1•

2 .1 矩阵的相 

第2 讲 相 矩阵与矩阵对角化
2017年7月9日 21:32

      



           

                                           

证明○

   
  
  
     

  
  
 有相同特征值    

将与  相 的矩阵记为  则

             

      

故  与  不相 

注：反之不成立（必要 件，但不充分）○

   

        

          

相 矩阵有相同的 ○

                           

相 矩阵有相等的行列式○

由于行列式相同， 可逆性必然相同

   

        

                                    

        

相 矩阵有相等的可逆性，且可逆        ○

    

 

   

    

 

   

     

 

   



相 矩阵有相等的迹○

性质2•

矩阵  是否和对角矩阵相 ○

定义：可对角化•

 
   

   

   
 

   

  
   

      

      
 ○

若  与  
   

   

   
 相 ，则存在  ○

        
   

   

   
     

   

   

   
     

   

   

   

   

 

可对角化的意义•

20.2 可对角化 件

      



         
   

   

   
       

   

   

   
       

   

   

   
 

   

 ○

     
    

   

    

      有   个线性 关的特征 量

内容○

     
    

   

    

  

               

      

设                    

                                     
    

   

    

 

                                              

  
                  
 

                  


即为特征 量的定义

又因为  可逆，                线性 关

证明必要性○

将   线性 关的特征 量记为                

构造                    

下略，只需按证明必要性的步骤倒退即可

证明充分性○

如果矩阵  有  个不同的特征值，则  可对角化

推论○

定理1•

若矩阵的特征方程有重根

且重根    重数   等于对应的基础解系中 量个数

则矩阵可对角化

             

内容○

取自   的特征 量记为                       

取自   的特征 量记为           

证明○

定理2•

      



取自   的特征 量记为                      

构造                                            

以下 用反证法，证明          

 设          

                                            

将上式记为                                                

                                 

                                  

与      矛盾

故          

        
      
     
    

   
     
     
     

        
     
   
   

 ○

       
     
   
     

               ○

                     ○

      
    
      
    

 

  
    
    
    

   

              可对角化

            
    
      
    

       

          
 
 
 
           

  
 
 
 

当         ○

解得       
 
 
 
 

当      ○

   
    
   
   

     
   

   

   
  且        ○

即        ○

                        
    

    

   
    

        
        
      

 ○

例题：   
    
     
    

 是否可对角化，并求   •

20.3 约当标 形简介

      



      

    

    

    
    

 

   

○

 阶约当块•

   

        

        

    

        

 ○

 
   

   

   
  是

 
   
   
   

  是

 
   
   
   

  是

 
   
   
   

  否

 
   
   
   

  否

试判断○

 

    
    
    

  

    
    
    

  

    
    
    

  

    
    
    

 

所有三阶约当矩阵的类型○

约当矩阵•

任意一个矩阵     都和约当矩阵相 ○

且约当矩阵除约当排块排序外 一○

定理•

   
    
    
   

  ○

 于特征值     的特征 量为          
 
 
 
 ○

 于特征值        的特征 量为          
 
 
  
 ○

由于        的特征 量不等于重数○

 不可对角化，其约当标 形为
   
   
   

例题•

20.3 约当标 形简介

      



 不可对角化，其约当标 形为  
   
   
   

 ○

      



  

    
   ○

单位化•

                     ○

 交（垂直）•

 量非零○

两两 交○

 交 量组•

 交 量组线性 关

内容○

 设                  交

构造                       

                                

         
 
        

        
 
  

     

同理               

证明○

定理•

21.1  交 量组

两个 量施密特 交化（几何理解）•

21.2 施密特 交化

第21讲  对称矩阵
2017年7月12日 17:44

      



 设                  施密特 交化得到                  ○

则  
               

                  
○

                                                     ○

      
               

         
      ○

        
       

         
     

               

         
               

               

               
             ○

 

               

                           
               

               
             

○

                 
               

               
             ○

证明                   交○

                                 
               

               
                                                ○

 设                 线性 关○

               ○

                
               

               
             ○

      
     

     
   
     

     
  

施密特 交化过程•

      



                
               

               
              

               

               
             ○

 ○

               
             

             
           

   

   

○

 ○

               
               

               
               

                     

                           
                      ○

                        

                                                   

   
               

               
      

以        为例○

 
                 

                 
  

以        为例○

      前的系数是如何求得的：待定系数法•

 交化+单位化○

单位 交 量组•

 交 量组                          ○

                 

 
 
 
 

 ○

                
               

               
               

 
 
  
  

  
 

 
   

 
 
 
 

   

 
 
  
  

 ○

                
               

               
              

               

               
               

  
 
 
 

  
  

 
    

 
 
 
 

  
   

  
     

 
 
  
  

   

  
 
  
 

 ○

单位 交 量组                         ○

       
       

         
      

 

 
   
 

 
   
 

 
   
 

 
   

 

○

        
       

         
      

 

 
   
 

 
    
 

 
    
 

 
   

 

○

   
  

  
  

 

 
 
 

 
  
 

 
 
 

 

 

例：         

 
 
 
 

           

 
 
  
  

           

  
 
 
 

 •

      



        
       

         
       

 

 
   
 

 
    
 

 
   
 

 
   

 

○

对于 矩阵     ○

若                   ○

则称其为 交矩阵○

定义•

     
         
        

  
        
         

   
  
  
   ○

例子：   
         
        

 •

     ○

          ○

               ○

                ○

性质1：                      •

证明略○

性质2：若  是 交矩阵，则       也是 交矩阵•

                      ○

性质3：若    都是 交矩阵，则   也是 交矩阵•

                           ○

    

 

 
 
       
 

       
 

 

       
 
 

 
 
                          

 

 
 
       
 
              

 
               

 
       

       
 
              

 
               

 
       

    

       
 
              

 
               

 
        

 
 
  ○

  
      
 
                

      
 
                

  
单位
 交
 ○

定理： 是 交矩阵 行(列) 量组是单位 交 量组•

21.3  交矩阵

若矩阵           ，满足  
     

    
，则称其为 对称矩阵○

定义•

证明略○

定理1： 对称矩阵的特征值是 数•

已知                   ，且       

定理2： 对称矩阵 于不同特征值的特征 量 交•

21.4  对称矩阵

      



已知                                       ，且       ○

要证                        
 
                           ○

构造        
 
                

 
                  

 
                      

 
       ○

又因为        
 
                

 
                    

                    
                  

 
       ○

即          
 
                 

 
       ○

又因为      ○

故        
 
         ○

证明略○

定理3： 对称矩阵  一定可对角化，且存在 交矩阵  ， 得        •

        
      
      
     

                            ○

当         ○

 
                

 

                
 

 交化
      

 
 
 

 
                 

 

         
 

 
   
 

 
     

 单位化     

 
 
 

 
 
         

 

  
       
 

  
         

 

         
 

   
        
 

   
        
 

   
        

  ○

当        ○

                
 
单位化
              

 

 
   
 

 
    
 

 
   

 

○

故   

 

 
 
 
 
 
 

  
      
 

   
       
 

 
  

 

  
      

 

   
       
 

 
  

 
 

   
        

 

 
  
 

 
 
 
 

○

例：   
    
    
     

 •

      



二次的齐次多项式○

二次型•

           ○

两个变元的二次型•

     
                     

     
                             

 
○

共             
      

 
        项○

 元二次型的一般形式•

        ○

    

  
 
  
 ○

对称矩阵    

          
          
    
          

 ○

二次型矩阵•

22.1 二次型及其矩阵表示

如何判断               为抛物线 椭圆○

可以通过坐标变换(旋转)消去交叉项     ○

 
               

               
○

此处取   
 

 
   得○

              ○

上式被称为二次型的标 形式○

坐标变换用矩阵可以表示为○

 
 
     

  

  
   其中      ○

 写成       ○

则 二次型可以表示为○

引例•

22.2 合同

第22讲 二次型
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                               ○

将     记为  ，则         ○

我们将  与  之间的关系       称为合同○

若存在可逆矩阵  ， 得       ○

则称  与  之间的关系为合同(Congruence)○

定义•

      

反身性○

      

                        

对称性○

    
         

    

     
   
             

        

传递性○

合同是一种等价关系•

对于任意对称矩阵  ，一定存在可逆矩阵  

 得       

    

   

    
 

内容○

由对称矩阵的性质得

存在 交矩阵  ， 得        

又因为  为 交矩阵，即       

      

其中    
    

   

    

 为对角矩阵

证明○

定理1•

等价：     ○

相 ：           ○

合同：          ○

矩阵的三种等价关系•

等价：   
   
  
 ○

矩阵的三种标 形•

      



相 ：约当标 型    
    

   

    

 ○

合同：对角矩阵  

    

   

    
 ○

        

    

   

    
 ○

        
           
                         

        
 ○

二次型与合同•

      
  
 
   
 

 
 

 
    
 



         
  
 
  

     
  
      

  
 
  

     


      
 

 
  

  

 

即     
  
 

 
    
 



即    
 
 

 
  

 

 
   

 
          
           

  

 
 

 
  
 

例1：    
         

 ○

  
        
        
     

 即        

      
    

                        

再  

    
    
    

 即        

              
   
     
   

   

即    
   
    
    

 
          
           

   

    

   
 

例2：                   ○

配方法•

     

    

   

    

 理○

 等变换法•

22.3 二次型的标 形

      



      

    

   

    
 

          

       
     
    

   
         

即先对    等列变换，再 相应的 等行变换

构造  
 
 
 
    

 一系列 等变换可以得到  
 
 
 

    
   
    
    

 

构造  
 
 
  

 

 
 
 

   
    
    
   
   
    

 
 
 



 
 
 
  
      
      

 

 
 
 

   
    
     
   
   
    

 
 
 
 
      
     

 

 
 
 

    
    
     
   
   
    

 
 
 

    
 

 
    

      
      

 

 
 
 

   
       
      
      
     
    

 
 
     

 

 
    

      
      

 

 
 
 

   
       
     
      
     
    

 
 
 

       
      

 

 
 
 

   
      
    
      
      
    

 
 
 
       
      

 

 
 
 

   
      
   
      
      
    

 
 
 



即    
      
      
   

     
   

      

   
 

例：                   ○

注：标 形不 一○

观察到上题中    
   
    
    

 可以化为两种标 形○

   
   
    
    

 

   
   
     
   

 

                
   

    

   
 ○

  
   
    
    

  
      
      
   

  
   

      

   

标 形不 一•

22.4 二次型的规范形

      



   
   
    
    

 

   
      
      
   

 

                  
   

      

   
 ○

      
        

           
       

       
      

 ○

        
            

             
     ○

代入得     
     

      
     

 ○

上式被称为二次型的规范形，其中    的系数为   ○

二次型的规范形•

若   对称，则    
    

       

   

 ○

 ： 惯性指标○

   ： 惯性指标○

 ：矩阵  的 ○

西尔维斯特惯性定理•

      



二次型             ，对于任意    ○

若        恒成立，则称为 定○

若        恒成立，则称为 定○

若        恒成立，则称为半 定○

若        恒成立，则称为半 定○

以上统称为有定○

若        也可        则成为不定○

定义•

 定：    
    

      
  
  
 ○

 定：     
    

      
   
   

 ○

半 定：    
          

      
  
  
 ○

半 定：     
          

      
    
    

 ○

不定：    
    

      
  
   

 ○

例子•

23.1 二次型的有定性

必须是对称矩阵○

对应的二次型是 定二次型○

 定矩阵•

      ○

任取     ○

                             ○

                是 定矩阵○

         ○

定理1：合同矩阵由相同有定性•

定理2：对角矩阵  
    

   

    

  定             •

23.2  定性的判定

第23讲  定二次型
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 ○

   

    

       

   

 ○

 对角线上的元素 大于零○

      ○

定理3：  对称且 定   的规范形为            •

证明见定理3○

推论1：   定      •

     ○

                      ○

   可逆 即      ○

      ○

反之不成立： 
   

    

    
 ○

推论2：   定       •

      
    

   

    

 ○

定理4：  对称且 定   的所有特征值都是 的•

 

          
          
    
          

 ○

        ○

      
      
      

 ○

      

       
   
       

 ○

        ○

顺序主子式•

定理5：   定   的顺序主子式   •

        ○

      
  
  
     ○

            ○

故   定○

例：判断    
   
   
   

 的 定性•

23.3  定性的应用

      



对于   元 数           ○

                          
 

  
                

 

   

 
 

  
                         

 

   

 

   

  ○

其中    
  

   
        

   

      
      ○

要求           的极值，首先需满足                      ，即        为驻点○

                          
 

  
             

  
 
  

   ○

其中             

          
          
    
          

 被称为海赛矩阵○

求极值•

            定             为极小值○

            定             为极大值○

           不定             不是极值○

定理•

 

      
    

      
    

     
       

  
 
  

  

    
    
    

 驻点          
 
 
 
 ○

   

      
      

           
 
    

    
 
 ○

            
    

    

     
   定○

故驻点          
 
 
 
 为极大值○

例：求                    
               

 
的极值•

23.3  定性的应用

      



非空集合  和 数     一般为  ○

           

可定义加法（对加法  ）○

            

可定义数 （对数   ）○

       1.

               2.

        3.

     4.

           5.

            6.

            7.

    8.

  性质○

线性空间最一般的定义•

       

             

   

消去律：           ○

 设由两个零 量    和   

则            

故零 量 一

零 量 一○

 设            

法一：消去率

法二：                 

  量 一○

             

      ○

进一步的性质•

24.1 线性空间的定义

第24讲 线性空间(一)
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                 

根 消去率有       

                       

根 消去率有         

        ○

                      

又因为  量 一，故         

        ○

若    ，则               

                   ○

若  中最多有  个线性 关的 量○

则称线性空间  的维数为  ○

记作         ○

         

所有      的多项式      的维数为    

所有多项式     不在线性空间的讨论范围

注○

维数 (dimension)•

 维线性空间内  个线性 关的 量（不 一）○

基 (basis)•

若               为一组基○

则                    一定线性相关○

即                       ○

且       一○

我们将        称作坐标○

坐标 (coordinate)•

基为   和  

                   

  可以看作是   上的线性空间○

基为  

  可以看作是   上的线性空间○

例子•

24.2 维数、基与坐标

      



基为  

                

                
 



                
 



 

                 
 



  最常用的一组基为○

            

      最常用的一组基为○

  是线性空间，   ○

若   对于加法、数 也构成线性空间， 则称  是子空间○

定义•

若     且   对加法、数   ，则   为子空间○

定理•

 ○

     ○

平凡子空间•

      是      的子空间○

记为     ，又称零空间 (null space)

基为基础解系

维数为       

      的解集○

由                 生成的空间

                               

记为                   

生成空间○

常用子空间的例子•

24.3 线性子空间

      



                和       
 
        

 


 设   维线性空间   有两组基○

      
 
                                

      
 
                                

 

       
 
                                

两组基之间有以下关系○

可讲上式形式上记为        
 
        

 
                   ○

其中    

          
          
    
          

 ○

引入•

       
 
        

 
                   ○

可逆矩阵    

          
          
    
          

 ○

 被称为转 矩阵 过渡矩阵 (transition matrix)○

基变换•

                                         ○

                                                         ○

                         
 
        

 
                 

 
                  

 
  ○

性质•

                                         

  
 
  
 

                                             
  
 
  

 

对于     ，可以分别用两组基来表示○

        
  
 
  

       
  
 
  

将        
 
        

 
                   代入得○

坐标变换•

25.1 基变换与坐标变换
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  

 

  
 
  
    

  
 
  

   
  
 
  

      

  
 
  
 

因为同一组基下的坐标表示 一，有○

        

 
 
 
 

          

 
 
 
 

             

 
 
 
 

 

      
 
  

 
 
 
 

        
 
  

 
 
 
 

              

 
 
 
 

 

 设     有两组基○

则

 
 
 

 
      
        

 
         

 

 
 

 
     
        

 
          



若       在两组基下的坐标分别为        
         

 ○

       
 
        

 
                   

其中转 矩阵    

    

    

    

    

 

两组基之间的关系为○

 

  
 
  
    

  
 
  
   

    

    

    

    

  

  
 
  
 

 

  
 
  
      

  
 
  
   

    

     

    

     

  

  
 
  
 

故坐标变换为○

例题•

  维线性空间   有一组基                ○

                         

   的坐标为          
    

对于任意     都存在○

 
 
  

即存在映射○

 量和坐标之间的映射•

25.2 线性空间的同构

      



 
 
   

    
 
          

 


即                  
 ○

故此映射是一一映上的（一一对应）○

且此映射 需满足○

             
 



          
 



                                               

                               

                        
 



          
         

             

对加法  ○

             

证明略

对数   ○

数  上的两个线性空间     ○

若存在一个由  到   的一一对应  ○

 得                     且             ○

则称  与   同构 (Isomorphic)○

 被称为同构映射 (Isomorphism)○

同构•

注：任意一个   维线性空间  都与   同构•

                 

      ○

                  

                 ○

                                                   

 持线性组合○

               线性相关                       线性相关

               线性 关                       线性 关

 持线性相关性○

 与   同构               ○

同构的性质•

      



证明 略

同构映射        

先证逆映射对加法  

即要证                       

                                        

又因为  一一对应

故                       

再证逆映射对数   

                            

又因为  一一对应

故                

同构映射的逆映射 是同构映射○

同构映射        和          

                                            

证明数 略

两个同构映射的  (复合) 是同构映射○

        

反身性： 与  同构○

同构映射的逆映射 是同构映射

对称性：若  与   同构，则   与  同构○

两个同构映射的  (复合) 是同构映射

传递性：若  与   同构，  与    同构，则  与    同构○

定理1：同构是一种等价关系•

  维线性空间  与   同构○

  维线性空间   与   同构○

根 同构的传递性得  与   同构○

定理2：                与   同构•

      



线性空间  到自身的映射○

变换•

存在线性空间  和线性变换  ，满足以下性质○

        

                    

 持 量的加法○

             

 持 量的数 ○

定义：线性变换•

         

零变换○

        

恒等变换（恒同变换）○

         

缩放变换○

     

 
  
  
   
         
        

  
 
  

  上的旋转变换○

     

      

矩阵变换○

             

求导运算○

                    
  

    
   

           

投影○

例子•

26.1 定义与性质

第26讲 线性变换
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                   

           
     

     
       

          

             

作用在特殊的 量○

                      

                                

 持线性组合（关系）○

                线性相关                        线性相关

但不 持线性 关性，如零变换

 持线性相关性○

性质•

                     

加法○

               

数 ○

               

 法（复合）○

若        

则  叫  的逆变换，记作    

逆变换○

线性变换的运算•

           

证明略

满足结合律○

由于矩阵 法不满足交换律

不满足交换律○

       

恒同变换的单位元  ○

线性变换 法的性质•

证明：线性变换的  对加法  

线性变换的     是线性变换•

26.2 线性变换的运算

      



         

               

                  

                

证明：线性变换的  对加法  ○

                         

证明：线性变换的  对数   ○

          

                 

                       

                        

                      

                   

                

证明：线性变换的逆变换对加法  ○

                                

证明：线性变换的逆变换对数   ○

线性变换  的逆变换    是线性变换•

            

                  

                        

                        

                    

证明：线性变换的加法对加法  ○

          

              

              

           

证明：线性变换的加法对数   ○

线性变换的加法是线性变换•

           

      

证明：线性变换的数 对加法  ○

线性变换的数 是线性变换•

      



            

               

                  

证明略

证明：线性变换的数 对数   ○

线性空间   上的所有线性变换       是线性空间○

定理•

例子•

 设线性空间  和线性变换  ○

线性空间  内的任意 量都可以用一组基来表示

引例•

26.3 线性变换的矩阵表示

      



线性空间  内的任意 量都可以用一组基来表示○

即                             ○

将线性变换  作用在   上，可以得到○

                                ○

发现  在   上的作用完全由  在基上的作用决定○

                               ○

性质1：线性变换由其在基上的作用决定•

构造                             即满足 件○

         

                                

                              

       

证明满足                ○

        

                                                 

                                  

                                

            

证明  对加法  ○

      

                          

                        

                         

       

证明  对数   ○

证毕○

性质2：                                                                •

线性空间  内取定一组基               ○

任取  个 量                ○

存在 一的  ， 得                               ○

定理1•

线性空间  内有一组基               ○

                         

将线性变换  作用在每一个基上，得到○

线性变换的矩阵•

      



                                                 

                                                 

 

                                                  

即                                                          ○

其中    

          
          
    
          

 被称为  的矩阵○

上式又可以写作○

                                                        ○

线性空间  内取定一组基               

任意线性变换  都与其矩阵  一一对应

并且 持加法、数 、 法和逆

内容○

                  

                     

                     

                    

                     

                     

证明线性变换 持 法○

定理2•

线性空间  内有一组基               ○

线性变换  对应的矩阵为  ○

 量     的坐标为        ○

经过线性变换      的坐标为        ○

                    

  
 
  
 

将   用基底表示为○

                         

  
 
  
  

                      

  
 
  
 

故      可以表示为○

线性变换与矩阵之间的关系•

      



                     

  
 
  
 

                    

  
 
  
  

                       

  
 
  
 

又因为      用基底表示为○

故  
  
 
  
    

  
 
  
 ○

                                         

其中  为过渡矩阵

线性空间  内有两组基               和                满足○

即                                          

线性变换  在               下对应的矩阵为  ○

即                                            

线性变换  在                下对应的矩阵为  ○

                                                              

将 代入 得○

                                                              

将 代入 得○

故              ○

即得证○

定理3：线性变换在两组基下的矩阵相 ，反之亦然•

      



                ○

           
     

○

               
     

        
       ○

   中的内 、长度和角度•

 是  上的线性空间○

二元  数        被称为内 ，若满足○

                     

对称性○

                 

                          

双线性○

         

                

非 性（ 定性）○

此 称  为欧氏空间 内 空间○

记作   (Euclidean)○

广义内 •

             ○

                                      

证明对称性○

                                

                               

                            

证明双线性○

             
     

       
   

证明非 性○

    方阵     中的内 •

27.1 广义内 
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   

           

                 
 

 

○

证明略○

     上所有 连  数        的内 •

               
      

○

        

                 

 定性○

             

绝对齐次○

                 

证明见柯西-布尼亚科夫斯基-施瓦茨不等式

 
                                       

                                      


                 

三角不等式○

                 

                 
 

 

   

     
 

    
 

 

   

     
 



将三角不等式应用于   ○

                 
 

 



             
 

 

           
 

 

          
 

         
 

 

          
 



将三角不等式应用于       ○

由广义内 自然诱导的长度（范数）•

         ○

由广义内 自然诱导的距离•

        
       

        
           ○

            
 

 

 交（垂直）○

由广义内 自然诱导的角度•

      



                        
 

 
  

零 量垂直任何 量

只有零 量和自身垂直

零 量○

             
 
           

 


       
 
              

                         

                

           
 



勾股定理 (Pythagorean theorem)○

                          两两 交，则

                             
             

广义勾股定理○

欧几里得空间   中有一组基               ○

                       ○

                       ○

                             

 

   

 

   

○

           

          
          
    
          

  

  
 
  
 ○

其中                    ○

          
叫 内 的度量矩阵○

度量矩阵•

                 
     
     

        ○

此                    

  
 
  
             ○

标  交基•

欧氏空间   内的两组标  交基               和                ○

且满足                                        ○

要证：     

定理：两个标  交基之间的过渡矩阵为 交矩阵，反之亦然•

27.2 标  交基

      



要证：     ○

                                       

          
          
    
          

 ○

又因为                  
     
     

○

故                         
     
     

○

即  是 交矩阵○

欧氏空间   中， 持内 不变的线性变换称为 交变换○

                           ○

几何中定义为 持距离不变的变换○

定义•

   中的两个 量          
  
  
           

  
  
 ○

经过旋转   得到          
   

   
           

   

   
 ○

                         
 
                 ○

     
         
        

 ，则有      ○

                         
 
                  

                   
 
                  

 
       ○

故                                    ○

例子：旋转•

 是 交变换                  1.

  持长度不变           2.

              是标  交基                  也是标  交基3.

 在任意标  交基下的矩阵都是 交矩阵4.

  是欧氏空间    中的线性变换，以下命题等价○

                 

             

           

证明    ○

                 

         

证明    ○

定理•

27.3  交变换

      



                 

                                 

对于上式  
                                

                          


故                  

                                   
     
     



证明    ○

 
                       

                       
               

 

   

 

   



 
                          

                          


                 是标  交基

                 

 

   

 

   



证明    ○

                                   

由 27.2 的定理简单可得

证明    ○

      



一般的线性方程组         解○

不相容线性方程组•

 得      最小的    ○

即求           ○

其中      称为残差 量○

最小二 解•

  中的例子•

                        

  
 
  
                                            ○

是否当                           ，       最小？○

将取最小值 的                          
  
 

 
  
 
 记为   ，显然有     ○

即                           ○

要证：                 ，其中   为  内的其他 量○

更高维下的例子•

2 .1 不相容方程组的最小二 解

第2 讲 线性代数的应用举例
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○

        
 
         

 
                  ○

当                             ，                  最小○

即         
 
        

 
         

 
 取得最小值○

                              
  
 

 
  
 
    

             
        ○

          ○

                           ○

 

 
 
 

 
                     

                    

 

                    

○

 

 
 
 

 
        
 
            

       
 
            

 

       
 
            

○

               ○

            ○

注：上式被称为 方程的 规方程○

解法•

   
  
  
  
       

  
 
 
 ○

由 规方程            ○

解得     
 
  
 ○

例：求不相容线性方程组  
         
        
         

 的最小二 解•

已知点                ○

求插值多项式                    
 ○

将所有点代入得○

 
              

    
 

              
    

○

  

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
 

  为范德蒙矩阵非奇异

引例•

2 .2 多项式插值

      



  

 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 
  为范德蒙矩阵非奇异○

故一定有解○

            
 ○

 
   
   
   

  

  
  
  
   

 
 
 
 ○

  

    
     
    

○

          ○

例子：求过                  的插值多项式•

要算             
 

 

 的数值 分○

若找到多项式          ，则          ○

思路•

                                

取点○

                 
 



 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 
  

 

 
 

  
  
  
 
   

 
 
 

 

 
 

     

     
     
 
      

 
 



插值○

       
 

 



      
 

 

       
 

 

       
   

 

 



     
 

 

     
 

 

      
 

 

 

 

 
 

  
  
  
 
   

 
 



   
 

 

    
 

 

     
 

 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
 

  
     

     
     
 
     

 分○

法一•

2 .3 数值 分

      



     
 

 

     
 

 

      
 

 

 

 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 

  

 

 
 

     

     
     
 
      

 
 



在  上取点                                 ○

插值 数                  
 ○

 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 
  

 

 
 

  
  
  
 
   

 
 
 

 

 
 

     

     
     
 
      

 
 

○

若能找到           得○

         

 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 
     

 

 

     
 

 

      
 

 

 ○

则        
 

 

     
 

 

     
 

 

      
 

 

 

 

 
 

  
  
  
 
   

 
 

○

          

 

  
 

     
    

 

     
    

 

     
    

 

     
     

    
  

  
 

 

 
 

  
  
  
 
   

 
 
          

 

 
 

     

     
     
 
      

 
 

○

法二•

得到        
   

 
           ○

   

 

  
 

   

 
   

 
      

   
   

 
      

 

  
 

  
 
     

 

 
 
 
 
 
   
 

 

    
 

 

     
 

  

 
 
 
 
 

 

 

 
 

   
     

 
       

     

 
       

 

 
 

○

   

  
  
  

     ○

 

  
 

      

 
   

 
      

     

 
       

   
   

 
      

 

  
     

 
       

 

  
 
  
      
      
          

 ○

       
   

 
    

 

 
   

例子：取三个点•

      



       
   

 
         

 

 
       ○

       
 

 

        
 

 

 
   

 
              

   

 
            ○

上式被称为 Simpson 公式○

   

 
                ○

注：取两个点可得梯形公式•

      


